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Μια Περιήγηση στο Χάος και 

στα Φράκταλς



Το Χάος πρωτογίνηκε,

Κι η Γη μετά η πλατυστήθα.

Κι από το Χάος πάλι γεννήθηκε

Το Έρεβος κι τρίσβαθη η Νύχτα.

(Ησίοδου, Θεογονία)





Τα Μαθηματικά της Φύσης

Ο Henri Poincare έλεγε: 

 «Ο επιστήμονας μελετάει την Φύση όχι 

γιατί είναι χρήσιμη, αλλά γιατί τον 

μαγεύει. Και τον μαγεύει γιατί είναι 

όμορφη. Αν η Φύση δεν ήταν όμορφη, δεν 

θα άξιζε να την γνωρίσουμε κι αν δεν 

άξιζε να γνωρίσουμε την Φύση, δεν θα 

άξιζε ούτε η ζωή».









Θα επιχειρήσουμε μια περιπλάνηση στον 

μυστηριώδη κόσμο των Μη Γραμμικών 

Φαινομένων και του Χάους, για να 

διαπιστώσουμε ότι η Γεωμετρία της Φύσης 

δεν είναι Ευκλείδεια και να δούμε πώς το 

πεταγμα μια πεταλούδας στο Πεκίνο μπορεί 

να προκαλέσει καταιγίδα στον Ατλαντικό.



Όταν λέμε δυναμικό σύστημα εννοούμε μια 

οποιαδήποτε διαδικασία, φυσική, χημική, 

βιολογική, οικονομική, κοινωνική, που 

εξελίσσεται στον χρόνο. Προτυποποιείται μέσα 

από μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις (ή 

εξισώσεις διαφορών), που συνδέουν, συνήθως με 

περίπλοκο τρόπο, την άγνωστη συνάρτηση και τις 

παραγώγους της ως προς τον χρόνο, μαζί, 

ενδεχομένως, με κάποιες παραμέτρους.



Με τον όρο χαοτική συμπεριφορά ενός δυναμικού 

συστήματος εννοούμε την εξαιρετικά ευαίσθητη 

εξάρτηση της χρονικής του εξέλιξης από τις αρχικές 

συνθήκες ή από κάποιες παραμέτρους. Όταν αυτή η 

εξάρτηση αποτυπωθεί σε σχήμα, δίνει κάποιες 

αλλόκοτες καμπύλες, τα λεγόμενα φράκταλς ή 

μορφοκλασματικές καμπύλες.

Επακόλουθο αυτής της συμπεριφοράς είναι η 

παντελής έλλειψη προβλεψιμότητας. Και πρέπει να 

τονιστεί ότι η χαοτική συμπεριφορά είναι ενδογενής, 

δηλαδή δεν προέρχεται από εξωτερικούς παράγοντες.



Υπερίωνας, ένα κοσμικό σφουγγάρι!

Ο Υπερίωνας, ένας από τους πολλούς 

δορυφόρους του Κρόνου, αντιπροσωπεύει ένα 

από τα πρώτα δείγματα χαοτικής κίνησης μεγάλης 

κλίμακας που παρατηρήθηκε στο   Σύμπαν. Ας 

σημειώσουμε εδώ πως, εξαιτίας αυτής της 

χαοτικής κίνησης, ο Ήλιος δεν ανατέλει ποτέ από 

την ίδια διεύθυνση και η διάρκεια της ημέρας σ’ 

αυτό το κοσμικό σφουγγάρι ποικίλει.



Ο Υπερίωνας
(σε φυσικά χρώματα, από το Cassini-Huygens)



Πολλά φαινόμενα προτυποποιούνται μέσα από 

μαθηματικά μοντέλα που περιλαμβάνουν βρόχους 

ανάδρασης της μορφής xn+1=f(xn;c), όπου το c 

είναι μια σταθερή. Ξεκινώντας με ένα x0

δημιουργούμε μια ακολουθία x1, x2, x3, … της 

οποίας η συμπεριφορά μετά από πολλές 

επαναλήψεις είναι το αντικείμενο της μελέτης 

μας. Θα φτάσει σε μια οριακή τιμή και θα 

σταματήσει εκεί; Θα φτάσει σε έναν κύκλο από 

τιμές που θα επαναλαμβάνονται πάλι και πάλι ή 

θα είναι απρόβλεπτη; 



Επίσης αντικείμενο μελέτης αποτελεί και η 

εξάρτηση της ακολουθίας από την σταθερή c. 

Δηλαδή, ξεκινώντας από την ίδια αρχική τιμή x0, 

πώς επηρεάζεται η ακολουθία από τις διάφορες 

αλλαγές στις τιμές της σταθερής c; Βέβαια, ο 

νόμος f που συνδέει το xn με το xn+1 θα πρέπει να 

είναι μη γραμμικός, δηλαδή κάτι πιο περίπλοκο 

από μια απλή αναλογία της μορφής xn+1 = k·xn+c.

Ακολουθούν απλά παραδείγματα.













Το σύνολο του Mandelbrot

Ο Benoit Mandelbrot είχε την έμπνευση να 

μελετήσει ακολουθίες μιγαδικών αριθμών, αντί 

πραγματικών. Η ακολουθία που τον απασχόλησε 

παράγεται από τον τύπο: 

xn+1 = xn
2+c, όπου c σταθερός μιγαδικός αριθμός.

Η συμπεριφορά αυτής της ακολουθίας εξαρτάται 

από δύο παράγοντες: 

την αρχική τιμή x0 και την τιμή της σταθερής c. 



Ο B. Mandelbrot έθεσε τιμή εκκίνησης x0 = 0 και 
μετέβαλε το c. Έτσι κατέληξε στο σύνολο που 
φέρει το όνομά του, το σύνολο του Mandelbrot. 
Το σύνολο αυτό αποτελείται από δύο περιοχές, 
μια λευκή και μελανή. Για τιμές της σταθερής c 
μέσα στην μελανή περιοχή η ακολουθία τείνει σε 
κάποιο πεπερασμένο αριθμό του μιγαδικού 
επιπέδου. Για τιμές του c μέσα στην λευκή 
περιοχή η ακολουθία αποκλίνει στο άπειρο. Το 
σύνορο ανάμεσα σε αυτές τις δύο περιοχές είναι 
πραγματικά εντυπωσιακό. Για κάποιες τιμές του c 
η ακολουθία xn απρόβλεπτα και απροσδόκητα 
συγκλίνει ή αποκλίνει.

















Ας μελετήσουμε τώρα την εξέλιξη ενός βιολογικού 

πληθυσμού χρησιμοποιώντας το πρότυπο του 

Verhulst. Εδώ ο χρόνος θεωρείται διακριτός. Αν 

την χρονική στιγμή n ο πληθυσμός είναι Ρn, 

ζητάμε έναν νόμο που θα συνδέει το Ρn, με το 

Ρn+1, με την προϋπόθεση σταθερό περιβάλλον.

Όπως η ταχύτητα είναι ένα από τα 

χαρακτηριστικά μεγέθη της κίνησης ενός 

σώματος, έτσι ο ρυθμός αύξησης είναι 

χαρακτηριστικό μέγεθος στην δυναμική των 

πληθυσμών. 













Ένα πείραμα

Υποθέτουμε ότι ένα εκκρεμές με μεταλλική μπάλα 

κρέμεται από το ταβάνι. Στο πάτωμα υπάρχουν 

τρεις ισχυροί μαγνήτες (κόκκινος, μπλε και 

κίτρινος) που σχηματίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. Αν 

κρατήσουμε την μπάλα κοντά σε ένα μαγνήτη και 

την αφήσουμε, η έλξη του δεν θα της επιτρέψει 

να κινηθεί. Αν την αφήσουμε σε κάποια άλλη 

θέση, το εκκρεμές θα ταλαντωθεί για λίγο μέχρι 

να βρεθεί κοντά σε κάποιο μαγνήτη και να 

ισορροπίσει. 



Στην παρακάτω διαφάνεια φαίνονται τρεις 

περιοχές, κόκκινη, μπλε και κίτρινη. Αν το εκκρεμές 

ξεκινήσει από κάποιο σημείο αυτών των περιοχών, 

θα ισορροπήσει στον αντίστοιχο μαγνήτη. Αν όμως 

το σημείο εκκίνησης του εκκρεμούς βρίσκεται στην 

εκτεταμένη πολύχρωμη περιοχή, τότε είναι αδύνατη 

οποιαδήποτε πρόβλεψη, ενώ μια απειροελάχιστη 

διαταραχή οδηγεί σε εντελώς άλλο αποτέλεσμα 

(ευαίσθητη εξάρτηση του συστήματος από την 

επιλογή του αρχικού σημείου).





Συμπεράσματα

Βλέπουμε ότι απλά μη γραμμικά φαινόμενα μπορεί 

να έχουν πολύ περίπλοκη συμπεριφορά, που στον 

χώρο αποτυπώνεται με την μορφή φράκταλ 

καμπυλών. Αυτή είναι η Γεωμετρία της Φύσης!

Η ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες 

κάνει συχνά την εξέλιξη ενός μη γραμμικού 

φαινομένου απρόβλεπτη. Μικρά αίτια μπορούν να 

έχουν τεράστιες επιπτώσεις στα αποτελέσματα 

και το πεταγμα μιας πεταλούδας στο Πεκίνο 

μπορεί να προκαλέσει καταιγίδα στον 

Ατλαντικό.





Σας ευχαριστώ 

για την προσοχή σας.
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