


Αναπαραςτϊςεισ του κόςμου 

Για πολλούσ αιώνεσ οι 
αναπαραςτϊςεισ τησ 
αρχαύασ αςτρονομύασ 
καθόριζαν την αντύληψη 
του χώρου και τησ δομόσ 
του. Ολόκληροσ ο κόςμοσ 
περιςτρεφόταν φυςικϊ 
και αβύαςτα γύρω από τον 
ύδιο ςταθερό ϊξονα ό το 
ύδιο ςταθερό ςημεύο. 



Για παρϊδειγμα… 

… η κοςμολογύα των Πυθαγορεύων υπόρξε αδιαχώριςτο 
κρϊμα ορθολογιςμού και μυθοπλαςύασ, και όταν 
αλληλϋνδετη με τα Μαθηματικϊ, τη Μουςικό και τον 
μυςτικιςμό. Σα αςτϋρια, οι πλανότεσ, ο Ήλιοσ και η 
΢ελόνη, δεν όταν απλϊ ϊψυχα ςτολύδια καρφωμϋνα 
ςτον ουρϊνιο θόλο. Ήταν θεύα, αιώνια όντα, εύχαν ψυχό 
και νόηςη, καθώσ και πλόρη αύςθηςη τησ μουςικόσ 
αρμονύασ.  



Για τον λόγο αυτό… 

επϋλεξαν να αποκτόςουν το τελειότερο ςχόμα –τη 
ςφαύρα– και να περιφϋρονται αιωνύωσ γύρω από τη Γη 
ακολουθώντασ την τελειότερη τροχιϊ –τον κύκλο– ςε 
αποςτϊςεισ αντύςτοιχεσ με τα αρμονικϊ διαςτόματα τησ 
μουςικόσ κλύμακασ! 

 



Η λειτουργύα αυτόσ τησ πρώιμησ μαθηματικοπούηςησ 
εύναι αξιοςημεύωτη διότι:  

 το μοντϋλο δεν δημιουργεύται με αποκλειςτικό ςκοπό 
να εξηγόςει μια παρατηρούμενη πραγματικότητα, 
αλλϊ αντύθετα, η πραγματικότητα εξωθεύται να 
ικανοποιόςει τισ μυςτικιςτικϋσ απαιτόςεισ του 
κοςμοθεωρητικού προτύπου. 



Σον 4ο αι. π.Φ. 

… με επύκεντρο την Πλατωνικό Ακαδημύα, ξεκινϊ μια 
ςυντονιςμϋνη προςπϊθεια γεωμετρικοπούηςησ του 
χώρου που μασ περιβϊλλει, απαλλαγμϋνη από 
μυθολογικϋσ δοξαςύεσ.  

Σο πρόγραμμα αυτό, γνωςτό ωσ «ςώζειν τα φαινόμενα», 
βαςιςμϋνο ςε μια γεωμετρικό θεωρύα κύνηςησ ςημεύων 
επύ ομαλώσ περιςτρεφόμενων ςφαιρών, ϋμελλε να 
ςημαδϋψει την κοςμολογικό ςκϋψη για πολλούσ αιώνεσ. 



Απαρχό τησ επιςτημονικόσ αςτρονομύασ θεωρεύται ςόμερα 
το γεωκεντρικό μοντϋλο του Εύδοξου του Κνύδιου και του 
Κϊλλιππου του Κυζικηνού, το οπούο χαρακτηρύζεται από τον 
ςυνδυαςμό τησ θεωρύασ με την παρατόρηςη. 



Η προ του Ευδόξου (μϊλλον πυθαγόρειασ προϋλευςησ) 
αντύληψη του Πλϊτωνα ότι η φυςικό πραγματικότητα 
για να εύναι ορθολογικό οφεύλει να ενςαρκώνει μια 
μαθηματικό δομό, μεταφρϊζεται ςτον Σύμαιο, από το ϋνα 
μϋροσ με τισ κυκλικϋσ κινόςεισ των πλανητών (38c), και 
από το ϊλλο με την τριγωνικό μορφό τησ ύλησ (53c) και 
τα πϋντε κανονικϊ ςτερεϊ (54a), ενώ διαπνϋει το 
ςύνολο ςχεδόν των ΢τοιχεύων του Ευκλεύδη. 



Σο εντυπωςιακό εύναι ότι αυτό η αλληλεπύδραςη μεταξύ 
γεωμετρικόσ θεώρηςησ και φυςικόσ θεωρύασ, τοποθε-
τημϋνη βϋβαια ςε διαφορετικό φιλοςοφικό και επι-
ςτημολογικό βϊςη, πϋραςε ςτον Γαλιλαύο, τον Νεύτωνα 
και τον Einstein, φτϊνοντασ μϋχρι τισ μϋρεσ μασ: 



Ερωτόματα που βρύςκονται ςτην αιχμό τησ 
επιςτημονικόσ ϋρευνασ 

• Πόςεσ εύναι οι διαςτϊςεισ του ςύμπαντοσ;  

• Ποιεσ γεωμετρικϋσ δομϋσ περιγρϊφουν καλύτερα 
τροποποιημϋνεσ θεωρύεσ βαρύτητασ;  

• Πού οφεύλονται οι ρυτιδώςεισ του χωροχρονικού 
ςυνεχούσ;  



΢ε κϊποια από τα προηγούμενα ερωτόματα φιλοδοξούν 
να δώςουν απϊντηςη μοντϋρνεσ θεωρύεσ, όπωσ η θεωρύα 
χορδών, η Μορφοκλαςματικό (Fractal) Γεωμετρύα και η 
Γεωμετρύα Finsler (η οπούα αποτελεύ ουςιαςτικϊ 
γενύκευςη τησ Γεωμετρύασ Riemann χωρύσ περιοριςμό 
ςτην τετραγωνικό μορφό). 



Με τη ςημερινό οπτικό μπορεύ να θεωρηθεύ πωσ 
υπϊρχουν, μεταξύ ϊλλων, δύο βαςικϋσ αφετηρύεσ από τισ 
οπούεσ ϋχει τη δυνατότητα να εκκινόςει κανεύσ 
προκειμϋνου να διατυπώςει αξιώματα/ αρχϋσ για μια 
φυςικό θεωρύα: 

 



α) Η παρατόρηςη  

π.χ. ο Kepler αξιοπούηςε μια μακρϊ ακολουθύα 
παρατηρηςιακών δεδομϋνων του T. Brahe για να 
διατυπώςει τουσ τρεισ νόμουσ του για την κύνηςη των 
πλανητών. 

΢την περύπτωςη αυτό, η θεωρύα εδραιώνεται από το 
πεύραμα και τη ςυνακόλουθη μαθηματικό επεξεργαςύα 
και τυποπούηςη. 



β) Οι φιλοςοφικϋσ πεποιθόςεισ 

π.χ. η παρϊδοςη του «ςώζειν τα φαινόμενα», θϋτοντασ 
αξιώματα για την κύνηςη των πλανητών επύ τϋλειων 
κύκλων κ.λπ., ϋπαιξε καθοριςτικό ρόλο ςτη γϋννηςη και 
εξϋλιξη του κλϊδου τησ μαθηματικόσ Αςτρονομύασ, από 
τισ ομόκεντρεσ ςφαύρεσ μϋχρι και το Mysterium 
Cosmographicum του πρώιμου Kepler.  

΢την περύπτωςη αυτό, η θεωρύα δεν ϋχει ανϊγκη 
νομιμοπούηςησ από την παρατόρηςη ό το πεύραμα. Η 
ιςχύσ τησ εύναι ϊχρονη και αναλλούωτη. 



Πώσ τύθενται τα αξιώματα ςτη Γεωμετρύα;  

Από τισ αρχϋσ τησ δημιουργύασ τησ ωσ επιςτημονικού 
κλϊδου, η Γεωμετρύα ϋχει θεμελιωθεύ επϊνω ςε 
αξιώματα τα οπούα αναφϋρονται ςε “ςημεύα”, “ευθεύεσ” 
και “επύπεδα”. Ποια εύναι όμωσ η ςχϋςη αυτών των 
οντοτότων με την εμπειρικό γνώςη η οπούα προκύπτει 
από την παρατόρηςη; 

 



΢ύμφωνα με τον Poincaré… 

«δεν πειραματιζόμαςτε επύ ευθειών ό κύκλων ιδανικών. 

Μπορούμε να πραγματοποιόςουμε πειρϊματα μόνο επύ 

υλικών αντικειμϋνων»* 

 

 

 

 
* Poincaré, H. (1952). Science and Hypothesis. New York: Dover, p. 49. 



Η προηγούμενη ϊποψη… 

… δεύχνει τη διϊςταςη μεταξύ μιασ αξιωματικϊ 
θεμελιωμϋνησ Γεωμετρύασ, με αξιώματα δοςμϋνα a 
priori, και μιασ εξϋλιξησ κατευθυνόμενησ από το πεύραμα 
η οπούα επιβϊλλει περιοριςμούσ και επιτρϋπει 
αναθεωρητικϋσ ϋρευνεσ «επύ των υποθϋςεων που 
κεύνται ςτα θεμϋλια τησ Γεωμετρύασ», όπωσ υποδεικνύει 
και ο τύτλοσ τησ διατριβόσ του Riemann* 

 

 
* Riemann, B. (2016). On the Hypotheses Which Lie at the Bases of Geometry. In J. Jost (Ed.), Classic Texts in the Sciences. 
Basel: Birkhäuser. 



Για τον ύδιο τον Ευκλεύδη ωςτόςο, τα αξιώματα τησ 
Γεωμετρύασ δεν εύναι υποθϋςεισ αλλϊ αυταπόδεικτεσ 
αλόθειεσ ςυμφυεύσ με τον χώρο που μασ περιβϊλλει.  



α΄. Ἠιτήσθω ἀπὸ παντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον 
εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν. 

 Εξαςφαλύζει την ύπαρξη και την καταςκευό 
ευθύγραμμου τμόματοσ από ϋνα ςημεύο ςε ϋνα ϊλλο, 
ενώ η μοναδικότητα προκύπτει ςε ςυνδυαςμό με την 
Πρόταςη Ι.4, κϊτι δηλαδό που ςυμφωνεύ απόλυτα με 
την “καθημερινό εμπειρύα” και την “κοινό λογικό”. 

 



β΄. Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ' 
εὐθείας ἐκβαλεῖν. 

 Ειςϊγει κατϊ μοναδικό τρόπο την απειρύα ςτην 
Ευκλεύδεια Γεωμετρύα. 



γ΄. Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι. 

Με το αυθαύρετα μικρό και το αυθαύρετα μεγϊλο 
“διϊςτημα”, διαςφαλύζει τη ςυνϋχεια  του χώρου. 



δ΄. Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι. 

 Ο χαρακτόρασ του τϋταρτου αιτόματοσ εύναι δια-
φορετικόσ ςε ςχϋςη με εκεύνον των προηγούμενων, 
τα οπούα εύναι «αιτόματα ύπαρξησ» ό απλϊ ϋχουν 
ςκοπό «να μασ αναγγεύλουν ότι επιτρϋπονται οι 
καταςκευϋσ με κανόνα και διαβότη» 

 Για τον Ευκλεύδη αποδεκτϋσ γωνύεσ εύναι μόνο οι 
ευθύγραμμεσ, διαφορετικϊ το αντύςτροφο του 
αιτόματοσ (δηλαδό ότι «όλεσ οι γωνύεσ που εύναι ύςεσ 
με μύα ορθό εύναι ορθϋσ»), όπωσ απϋδειξε ο Πϊπποσ 
(Πρόκλοσ, 189,12), δεν ιςχύει πϊντοτε.  



Τποθετικϊ ϊνιςεσ ορθϋσ γωνύεσ 

Επομϋνωσ ο χώροσ δεν μπορεύ να καμπυλώνεται και δύο 
ορθϋσ γωνύεσ να παύρνουν τη μορφό του ακόλουθου 
ςχόματοσ: 



Η ιςότητα των δύο γωνιών (ωσ προσ το μϋγεθοσ και το 
ςχόμα) ελϋγχεται εϊν τοποθετηθούν η μύα επϊνω ςτην 
ϊλλη. Η διαδικαςύα αυτό, γνωςτό ωσ “εναπόθεςη”, 
αποτελεύ ϋνα εύδοσ κύνηςησ και προώποθϋτει ότι οι 
γωνύεσ –τα ςχόματα εν γϋνει– παραμϋνουν αναλλούωτα 
κατϊ τη μεταφορϊ.  

Η φύςη όμωσ δεν μπορεύ παρϊ να ςυμπεριφϋρεται 
ομοιόμορφα, επομϋνωσ ο χώροσ εύναι εκ των ων ουκ 
ϊνευ ομογενόσ.  

Σο τϋταρτο αύτημα (ιδιαύτερα εϊν ιδωθεύ και ςε 
ςυνδυαςμό με την Πρόταςη Ι.4) ϋχει ςκοπό να 
εξαςφαλύςει αυτό την ομογϋνεια.  



΢υνοπτικϊ θα λϋγαμε ότι το τϋταρτο αύτημα παρϋχει ϋνα 
εγγενϋσ πρότυπο μϋτρηςησ γωνιών, καθώσ οι ορθϋσ 
γωνύεσ ορύζονται γεωμετρικϊ και οι ϊλλεσ γωνύεσ ϋχουν 
πλϋον τη δυνατότητα να ςυγκριθούν με αυτϋσ. 

 



ε΄. Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ 
μέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας τὰς δύο εὐθείας 

ἐπ' ἄπειρον συμπίπτειν, ἐφ' ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες. 

 Ο κατϊλογοσ των αιτημϊτων του Βιβλύου Ι των 
΢τοιχεύων κλεύνει με το πϋμπτο και γνωςτότερο 
“αύτημα των παραλλόλων” που, αν ςυγκριθεύ το ύφοσ 
του με εκεύνο των προηγουμϋνων, φαύνεται να το 
πρόςθεςε ο ύδιοσ ο Ευκλεύδησ προκειμϋνου να 
ςτηρύξει το οικοδόμημϊ του. 



Από πουθενϊ δεν προκύπτει ότι οι δύο κύκλοι που φϋρνουμε 
από τα ϊκρα του ευθυγρϊμμου τμόματοσ τϋμνονται 



Αν οι βαςικϋσ ιδιότητεσ του χώρου (ςυνϋχεια, ομογϋνεια 
κ.λπ.) οι οπούεσ ειςϊγονται με τα πϋντε αιτόματα 
μπορούςαν να οριςτούν κατϊλληλα, τότε όλα τα 
αξιώματα θα μετατρϋπονταν ςε αποδεύξιμεσ προτϊςεισ. 

 

 

Αξιώματα 

 

 

Προτάςεισ 



Η θεώρηςη του Ευκλεύδη δεν εύναι η μόνη δυνατό 
αναφορικϊ με το πώσ τύθενται τα αξιώματα 

Από τισ αρχϋσ του 16ου αιώνα εύχε όδη αρχύςει να 
αςκεύται κριτικό ςτα ΢τοιχεύα, η οπούα ςε ςυνδυαςμό με 
τισ προςπϊθειεσ απόδειξησ του πϋμπτου αιτόματοσ, 
οδόγηςε ςτην ανακϊλυψη των μη Ευκλεύδειων 
γεωμετριών από τουσ Gauss, Lobachevsky και Bolyai.  

Σότε μόνο ϋγινε ςαφόσ η διϊκριςη μεταξύ τησ 
γεωμετρύασ ωσ τυπικού αξιωματικού ςυςτόματοσ και 
τησ γεωμετρύασ ωσ πλαιςύου μελϋτησ του φυςικού 
ςύμπαντοσ. 



Διαζύγιο από τη διαύςθηςη 



Wir müssen wissen – wir werden wissen 

Ο Hilbert ζθεςε 20 αξιώματα 
ςε 5 ομάδεσ, πιςτεφοντασ ότι 
με αυτή την αυςτηρότητα θα 
θεμελίωνε ακλόνητα το 
γεωμετρικό του οικοδόμημα 
και θα απάλλαςςε οριςτικά 
τα Μαθηματικά από κάθε 
εςωτερική αντίφαςη ή 
αντινομία. 



Kurt Gödel (1906-1978) 

΢ε ηλικύα 25 ετών γκρϋμιςε 
οριςτικϊ και αμετϊκλητα το 
«όνειρο του Hilbert». 



Σι εύναι, τελικϊ, η Γεωμετρύα; 

• Πρακτικϋσ εφαρμογϋσ για τη «μϋτρηςη τησ γησ» ςτην 
αρχαύα Αύγυπτο (Ηρόδοτοσ, Ἱςτορύαι, ΙΙ,109) 

 

 

 

 

• Θαλόσ 

• Ευκλεύδησ 



Σι εύναι, τελικϊ, η Γεωμετρύα; 

• Για μεγϊλο χρονικό διϊςτημα υπόρχε η πεπούθηςη 
πωσ η Γεωμετρύα εύναι «η μελϋτη των επύπεδων και 
ςτερεών ςχημϊτων», μϋχρι που τον 17ο αιώνα ο 
Descartes με τη Γεωμετρύα και ο Fermat με την 
Ειςαγωγό ςτουσ επύπεδουσ και ςτερεούσ τόπουσ, 
ϋδειξαν πωσ η Γεωμετρύα μπορεύ να βαςιςτεύ ςτην 
ϋννοια του αριθμού και να μετατραπεύ ςε Ανϊλυςη με 
την ειςαγωγό ενόσ ςυςτόματοσ ςυντεταγμϋνων ςτο 
επύπεδο.  



Immanuel Kant (1724-1804) 

Έωσ τα τϋλη του 18ου αιώνα 
και τον καταλυτικό ρόλο που 
διαδραμϊτιςε ο Kant, εύχε 
καθιερωθεύ η ϊποψη ότι η 
Γεωμετρύα αποτελεύ «τη 
μελϋτη του χώρου», του 
οπούου η γνώςη δεν μπορεύ 
να εύναι εμπειρικό αλλϊ 
ςυνθετικό a priori, ςυνϋπεια 
του τρόπου δόμηςησ του νου. 



Σον 19ο αιώνα η κατϊςταςη ςτη Γεωμετρύα 
εύχε περύπου ωσ εξόσ: 

• Από τη μια μεριϊ υπόρχαν οι ςυνθετικού γεωμϋτρεσ, 
βαςιζόμενοι ςε καθαρϊ γεωμετρικϋσ μεθόδουσ και 
ςημεύο εκκύνηςησ τα αξιώματα, όπωσ ο Poncelet, ο 
Steiner και ο von Staudt, και από την ϊλλη οι αναλυτικού 
γεωμϋτρεσ, ςτηριζόμενοι ςε αλγεβρικϋσ πρακτικϋσ, όπωσ 
ο Plücker, ο Cayley και ο Grassmann. 

• Τπόρχε η Παραςτατικό και η Προβολικό Γεωμετρύα, εύχε 
διατυπωθεύ η «αρχό του δυώςμού», ενώ το αρχαύο 
ερώτημα για την ανεξαρτηςύα του πϋμπτου αιτόματοσ 
εύχε απαντηθεύ από τουσ Gauss, Lobachevsky και Bolyai 
κατακερματύζοντασ ακόμη περιςςότερο τη Γεωμετρύα. 



Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) 



Felix Klein (1849-1925) 



Friedrich-Alexander-Universität Erlangen-Nürnberg 



«Erlangen Program» 

• Γεωμετρύα εύναι «η μελϋτη των ιδιοτότων των 
ςχημϊτων οι οπούεσ παραμϋνουν αναλλούωτεσ κϊτω 
από μια ςυγκεκριμϋνη ομϊδα μεταςχηματιςμών».  

• Οποιαδόποτε ταξινόμηςη ομϊδων μεταςχηματιςμών, 
μετατρϋπεται ςε κωδικοπούηςη γεωμετριών. 

• Η ςχϋςη μεταξύ των ςχημϊτων εύναι ςχϋςη 
ιςοδυναμύασ, ϊρα τα ςχόματα ταξινομούνται ςε 
κλϊςεισ ιςοδυναμύασ, με μοναδικό διαφορϊ τη θϋςη 
τουσ ςε κϊθε γεωμετρύα. 



Έςτω 𝐺 μια ομϊδα και 𝑋 ϋνα μη κενό ςύνολο. Θεωρούμε 
την απεικόνιςη 𝛿: 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 με 𝛿 𝑔, 𝑥 = 𝑔 ∙ 𝑥 τϋτοια 
ώςτε: 

i. 𝛿 𝑒, 𝑥 = 𝑥, όπου 𝑒 το ουδϋτερο ςτοιχεύο τησ ομϊδασ 𝐺 

ii. 𝛿 𝑔1, 𝛿(𝑔2, 𝑥) = 𝛿(𝑔1𝑔2, 𝑥)  

Αν ιςχύουν τα παραπϊνω, τότε η απεικόνιςη 𝛿 καλεύται 
δρϊςη τησ ομϊδασ 𝐺 επύ του ςυνόλου 𝑋. Σο ζεύγοσ (𝐺, 𝑋) 
καλεύται Γεωμετρύα κατϊ Klein. 



Για παρϊδειγμα… 

Η Ευκλεύδεια Γεωμετρύα (ςτισ δύο διαςτϊςεισ) εύναι η 
μελϋτη εκεύνων των ιδιοτότων των ςχημϊτων, 
ςυμπεριλαμβανομϋνου του μόκουσ και του εμβαδού, 
που παραμϋνουν αναλλούωτεσ κϊτω από την ομϊδα των 
μεταςχηματιςμών η οπούα αποτελεύται από μεταφορϋσ 
και ςτροφϋσ ςτο επύπεδο – ομϊδα ουςιαςτικϊ 
ιςοδύναμη με το τϋταρτο αύτημα του Ευκλεύδη, 
τουλϊχιςτον με το περιεχόμενο που του αποδώςαμε 
προηγουμϋνωσ.  

 



Εννϋα Γεωμετρύεσ Cayley-Klein ςτο επύπεδο 
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«΢το Πρόγραμμα Erlangen εμφανύςτηκε για πρώτη φορϊ 
μια τϊςη η οπούα ςυνύςτατο ςτη ςύνδεςη ανϊμεςα ςε 
απομακρυςμϋνεσ περιοχϋσ [των Μαθηματικών], 
δημιουργώντασ ϋτςι νϋεσ καρποφόρεσ δυνατότητεσ 
ϋρευνασ και ςυμβϊλλοντασ ςτην υπϋρβαςη των 
κινδύνων κατακερματιςμού τησ επιςτόμησ»* 
 

 

 

 

 

 

* Carathéodory, C. (1919). Die Bedeutung des Erlanger Programms. Naturwissenschaften 7, 297-300 
[Gesammelte Mathematische Schriften, Vol. 5, pp. 45-51 (Munich, 1957)]. 



Σρεισ επύπεδεσ γεωμετρύεσ 

• Ακολουθώντασ την ϊποψη του Klein για τη Γεωμετρύα 
και αποφεύγοντασ να δεχτούμε ωσ αξύωμα κϊτι το 
οπούο μπορεύ να προκύψει από τη μελϋτη των 
φυςικών φαινομϋνων (π.χ. από τη μελϋτη τησ κύνηςησ 
ρευματοφόρου αγωγού ςε μαγνητικό πεδύο), 
παρουςιϊζουμε ςυνοπτικϊ οριςμϋνα βαςικϊ ςτοιχεύα 
τριών γεωμετριών ςτισ δύο διαςτϊςεισ. 



1) Ευκλεύδεια Γεωμετρύα 

Σο ςύνηθεσ Ευκλεύδειο εςωτερικό γινόμενο δύο διανυςμϊτων 
<,>:ℝ2 × ℝ2 → ℝ: 𝑎, 𝑏 ⟼< 𝑎, 𝑏 >≔ 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 

 

Ευκλεύδεια νόρμα 

𝑢 = < 𝑢, 𝑢 >= 𝑥2 + 𝑦2 

 

Απόςταςη διανυςμϊτων 

𝑎 − 𝑏 = 𝑥1 − 𝑥2
2 + (𝑦1 − 𝑦2)

2 

 

 



Γωνύα διανυςμϊτων 

𝝋 = 𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔
𝒂 ∙ 𝒃

𝒂 𝒃
 

 

΢τροφό υπό γωνύα θ 

𝒄𝒐𝒔𝜽 −𝒔𝒊𝒏𝜽
𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽

 

 

 



2) Γεωμετρύα Galileo 

«Δύο παρατηρητϋσ κινούμενοι ομαλϊ, ο ϋνασ ωσ προσ 
τον ϊλλον, θα πρϋπει να αντιλαμβϊνονται τουσ 
φυςικούσ νόμουσ με τον ύδιο ακριβώσ τρόπο. Κανϋνασ 
παρατηρητόσ δεν μπορεύ να διακρύνει την απόλυτη 
ηρεμύα από την απόλυτη κύνηςη, ςε όποιον φυςικό νόμο 
κι αν προςφύγει. Γι’ αυτό τον λόγο δεν υπϊρχει απόλυτη 
κύνηςη, αλλϊ μόνο κύνηςη ςχετικό με κϊποιον 
παρατηρητό» 



Μαθηματικοπούηςη 

Για τισ δυνϊμεισ που αςκούνται ςτο ςώμα, μετρούμενεσ 
από τα δύο Α.΢.Α., ιςχύει (ςτον απόλυτο χώρο και χρόνο 
τησ Νευτώνειασ Μηχανικόσ) ότι 𝛴𝐹 = 𝛴𝐹′ δηλαδό 
 

𝑚
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
= 𝑚

𝑑2𝑟΄

𝑑𝑡΄2
 

 

όπου (𝑟, 𝑡) και (𝑟΄, 𝑡΄) η θϋςη και ο χρόνοσ του ςώματοσ 
ςτα δύο ςυςτόματα αντύςτοιχα. 



΢ε περύπτωςη μονοδιϊςτατησ κύνηςησ (π.χ. ςτον ϊξονα 
των 𝑥) και με ςχετικό ταχύτητα 𝑢 του ΢΄ ωσ προσ το ΢, 
που δεν εύναι ςυγκρύςιμη με την ταχύτητα του φωτόσ, η 
προηγούμενη ιςότητα των δυνϊμεων ιςχύει αν και μόνο 
αν οι ςυντεταγμϋνεσ ςυνδϋονται μεταξύ τουσ με τουσ 
λεγόμενουσ «μεταςχηματιςμούσ Galileo»: 

 
𝑥΄ = 𝑥 − 𝑢𝑡, 𝑦΄ = 𝑦, 𝑧΄ = 𝑧, 𝑡΄ = 𝑡 

 



Αν περιοριςτούμε μόνο ςτα 𝑥 και 𝑡 και ςυμβολύςουμε με 𝑦 
τη χωρικό ςυντεταγμϋνη και με 𝑥 τη χρονικό ενόσ ςημεύου 
(ςημειακόσ μϊζασ) κατϊ τη μονοδιϊςτατη κύνηςό του, τότε 
οι παραπϊνω μεταςχηματιςμού γύνονται: 

 
𝑦΄ = 𝑦 − 𝑢𝑥,  𝑥΄ = 𝑥. 

 

΢τη γλώςςα τησ Γραμμικόσ Άλγεβρασ, οι μεταςχηματιςμού 
αυτού περιγρϊφονται με τη βοόθεια πινϊκων ωσ: 

 
𝑥΄
𝑦΄

=
1 0
−𝑢 1

𝑥
𝑦  

 



3) Γεωμετρύα Minkowski  

• Η Γεωμετρύα Minkowski (ςτισ δύο διαςτϊςεισ) εύναι η 
μελϋτη των ιδιοτότων του επιπϋδου που παραμϋνουν 
αναλλούωτεσ κϊτω από τη δρϊςη των 
μεταςχηματιςμών Lorentz. 

• Ένασ τρόποσ για την παραγωγό των μεταςχημα-
τιςμών αυτών, αντύςτροφα από την ιςτορικό ροό 
αλλϊ με φυςικό νόημα, εύναι να ξεκινόςουμε από τα 
δύο αξιώματα τησ Ειδικόσ Θεωρύασ τησ ΢χετικότητασ. 



• Αποδεικνύεται ότι οι μεταςχηματιςμού Lorentz με παρϊ-
μετρο 𝑢, όπου 𝑢 < 𝑐 = 1, ςτο επύπεδο *𝑥, 𝑡+, δηλαδό ςτον 
διςδιϊςτατο χωροχρόνο, εύναι: 

 

𝑥΄ =
1

1 − 𝑢2
𝑥 −

𝑢

1 − 𝑢2
𝑦, 𝑦΄ = −

𝑢

1 − 𝑢2
𝑥 +

1

1 − 𝑢2
𝑦 

 

 

 

• Τπερβολικό ςτροφό 

 
𝑥΄
𝑦΄

=
𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃
𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃

𝑥
𝑦  



• Νόρμα 

𝑎 =  

𝑥2 − 𝑦2, 𝛼𝜈 𝑎 𝜒𝜔𝜌𝜊𝜀𝜄𝛿ϋ𝜍

𝑦2 − 𝑥2, 𝛼𝜈 𝑎 𝜒𝜌𝜊𝜈𝜊𝜀𝜄𝛿ϋ𝜍

        0       , 𝛼𝜈 𝑎 𝜑𝜔𝜏𝜊𝜀𝜄𝛿ϋ𝜍 

 

 

• Απόςταςη δυο διανυςμϊτων 𝑎 = (𝑥1, 𝑦1) και 𝑏 = (𝑥2, 𝑦2) 
(του ιδύου εύδουσ) 

𝑎 − 𝑏 = 𝑥1 − 𝑥2
2 − (𝑦1 − 𝑦2)

2  

 

• Γωνύα 𝜑 δύο διανυςμϊτων 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠ℎ
𝑎 ∙ 𝑏

𝑎 𝑏
 



Προσ μύα ενοπούηςη… 

Οι προηγούμενεσ τρεισ μετρικϋσ των μηκών θα μπορούςαν να 
ενοποιηθούν, εφόςον ενοποιηθούν τα εςωτερικϊ γινόμενα 
με τη βοόθεια του τύπου 

 
<,>:ℝ2 × ℝ2 → ℝ: 𝑎, 𝑏 ⟼< 𝑎, 𝑏 >≔ 𝑥1𝑥2 + 𝜀𝑦1𝑦2 

  

όπου η παρϊμετροσ 𝜀 παύρνει τισ τιμϋσ −1, 0, 1 και οδηγεύ ςτο 
εςωτερικό γινόμενο, και κατ’ επϋκταςη ςτη μετρικό, 
Minkowski, Galileo και Ευκλεύδη αντύςτοιχα. 

 



Κϊποιεσ διδακτικϋσ προεκτϊςεισ 

• Δυςκολύεσ κατϊ τη διδαςκαλύα ςτο Λύκειο 

• Ύλη, προςϋγγιςη, εμπειρύεσ των μαθητών 

• Φρονικού περιοριςμού 

• Η μετϊβαςη ςτην Σριτοβϊθμια Εκπαύδευςη 

• Καταςκευϋσ με κανόνα και διαβότη 

• Γεωμετρικού τόποι 



Όμωσ… 

• διδακτικϊ ςενϊρια  

• νοητικϊ πειρϊματα 

• η ϋννοια και ο ρόλοσ τησ μετρικόσ 



Η φύςη και η δύναμη τησ Γεωμετρύασ 

Η Γεωμετρύα ωσ πλαύςιο ςυζότηςησ και διερεύνηςησ: 

α) του τρόπου θεώρηςησ και του ρόλου των αξιωμϊτων 

β) τησ πρακτικόσ τησ μϋτρηςησ 

γ) τησ ϋννοιασ του «χώρου» και τησ μοντελοπούηςόσ του  

δ) τησ αλληλεπύδραςησ τησ μαθηματικόσ θϋαςησ με τη φυςικό 
θεωρύα  

ε) τησ ςημαςύασ των μεταςχηματιςμών και των αναλλοιώτων 
τουσ, ϊρα και των διαφορετικών αναπαραςτϊςεων ενόσ 
ςχόματοσ από γεωμετρύα ςε γεωμετρύα και  

ςτ) επειςοδύων από την Ιςτορύα των Μαθηματικών. 



΢το Σμόμα Μαθηματικών του Πανεπιςτημύου Θεςςαλύασ 
γύνονται προςπϊθειεσ προσ αυτό την κατεύθυνςη… 
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