
 1 

 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 

 ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 
 ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

3ο χλμ.Π.Ε.Ο. Λαμίας-Αθηνών, 35 100, Λαμία, Τηλ:  2231060196 
E-mail: g-math@uth.gr       

  Θέματα  Θ2  , Θεωρία Μέτρου , 17 Ιουνίου 2022     
                               

                                   Θέμα  πρώτο ( 3 μονάδες) 
 
Α)  Να δώσετε τους ορισμούς των παρακάτω εννοιών  
(i) μιας μετρήσιμης συνάρτησης που παίρνει μιγαδικές τιμές (ii) του 
ολοκληρώματος Lebesque , μιας θετικής , μετρήσιμης συνάρτησης . 
(1 μονάδα) 
Β) Να διατυπώσετε το θεώρημα της κυριαρχημένης σύγκλισης του 
Lebesque . 
( 1 μονάδα) 

Γ) Να δώσετε τον ορισμό του εξωτερικού μέτρου Lebesque στο 𝑰𝑹 𝟐 . 
( 1 μονάδα) 

  
                                   Θέμα  δεύτερο  ( 1 μονάδα) 
 
Θεωρούμε  το  σύνολο Α = {2022}  , υποσύνολο του συνόλου 𝑰𝑹 των 

πραγματικών αριθμών , και έστω  Φ = {Α} . 
Να  προσδιορίσετε την ελάχιστη σ-Άλγεβρα  σ(Φ) . 
 
              
                              Θέμα  τρίτο  ( 2 μονάδες) 
 
 
Θεωρούμε τα εξής υποσύνολα  του 𝑰𝑹  : 

𝑨 = [−𝟕, −𝟒) 𝑼 (𝟐, 𝟓] , 𝜝 = [−𝟑, 𝟏)𝑼(𝟕, 𝟏𝟎]  𝜿𝜶𝜾  
𝜞 = [−𝟓, 𝟎]𝑼 [𝟑, 𝟖] 𝜿𝜶𝜾 𝝉𝜼𝝂 𝝈𝝊𝝂ά𝝆𝝉𝜼𝝈𝜼   

 

                          𝒇: 𝑰𝑹 → 𝑰𝑹 , που ορίζεται ως  εξής :  
 
 

        𝟐    𝜶𝝂 𝒙 ∈ 𝑨 
                       𝒇(𝒙) =           −𝟏   αν  𝒙 ∈ 𝜝     

  0     αν  𝒙 ∈ 𝑰𝑹   \(𝜝 𝑼 𝑨)    
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Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   ∫ 𝒇𝒅𝝀
𝜞

    .      
 
                                 Θέμα  τέταρτο   ( 2 μονάδες) 
 

Θεωρούμε τα υποσύνολα του 𝑰𝑹 
𝜜𝒏 = [𝟐𝒏 – 𝟏, 𝟐𝒏]   𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺  𝒏 = 𝟏 , 𝟐, …  .Θεωρούμε την συνάρτηση  

𝒇: 𝑰𝑹 → 𝑰𝑹 , που ορίζεται ως  εξής : 

𝒇(𝒙) =   
𝟐𝟎𝟐𝟏

𝟐𝟎𝟐𝟑𝒏    αν  𝒙 ∈ 𝜜𝒏 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝝅𝝄𝜾𝝄     𝒏 = 𝟏 , 𝟐, …   

και    𝒇(𝒙) =
𝟎 𝜶𝝂  𝝉𝝄 𝒙 𝜹𝜺𝝂 𝜶𝝂ή𝜿𝜺𝜾 𝝈𝜺 𝜿𝜶𝝂έ𝝂𝜶 𝝈ύ𝝂𝝄𝝀𝝄 𝜜𝒏 , 𝜸𝜾𝜶  𝒏 = 𝟏 , 𝟐, … . 

Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα            ∫ 𝒇𝒅𝝀 . 

 
                               Θέμα πέμπτο ( 2 μονάδες ) 
 
Έστω Α = {0,1,2,…,2022} .Θεωρούμε την  

συνάρτηση 𝒇: [𝟎, 𝟐𝟎𝟐𝟐] → 𝑰𝑹 που ορίζεται ως εξής  

𝒇(𝒙) =   
𝟏

𝟐𝟎𝟐𝟐𝟐𝟎𝟐𝟐 𝒙𝟐𝟎𝟐𝟏 , αν 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐𝟎𝟐𝟐] \ Α , και  

𝒇(𝒙) = −𝟐𝟎𝟐𝟐 , 𝜶𝝂 𝒙 ∈ Α.Να εξηγήσετε γιατί η 𝒇 είναι  

Riemann  ολοκληρώσιμη και να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Riemann  

της  𝒇. 

 
 
Καλή επιτυχία 
 

                      


